Rudolf Griibel

Zufallige binare Baume: Von der average-case
Analyse zur Verteilungsasymptotik

Zusammenfassung Wir betrachten einige klassische Such- und Sortieralgorith-
men bei zufilligem Input. Zahlt X,,, wie viele Operationen eines bestimmten Typs
bei einem Datensatz vom Umfang n bendtigt werden, so geht es bei der average-case
Analyse um den Erwartungswert EX,, dieser Zufallsgroe und insbesondere um das
Verhalten von EX,, mit n — oco. Wir stellen verschiedene Methoden vor, mit denen
in vielen solchen Fallen das asymptotische Verhalten der gesamten Verteilung von
X, bestimmt werden kann. Aussagen iiber die Verteilungskonvergenz lassen sich
beispielsweise verwenden, um die Wahrscheinlichkeit exzessiv langer Laufzeiten zu
approximieren.

1 Einleitung

An der Schnittstelle der Gebiete Diskrete Mathematik, Stochastik und Theoretische
Informatik hat sich in den letzten Jahren viel getan. Eine bewusst kurze und in
vieler Hinsicht weit gespannte Liste von Monographien kénnte aus den Biichern
von Alon und Spencer (2000) zur probabilistischen Methode, Janson, Luczak and
Ruciniski (2000) zu zufilligen Graphen sowie Motwani und Raghavan (1995) zu
randomisierten Algorithmen bestehen. Bei einem ersten Kontakt mit diesem Be-
reich fallt auf, welch durchschlagenden Erfolg selbst einfachste Sachverhalte aus der
Stochastik haben kénnen: Zahlt beispielsweise die Zufallsvariable X die Anzahl der
Objekte eines bestimmten Typs in irgendeinem Zufallsexperiment und stellt sich
fir X ein Erwartungswert grofler als 0 heraus, so kann X nicht mit Wahrschein-
lichkeit 1 den Wert 0 annehmen — es muss also mindestens ein solches Objekt
existieren! Das Buch von Aigner und Ziegler (1998) enthélt hierzu einige konkrete
und leicht zugéngliche Beispiele; der attraktiven Kombination von pfiffig-genialer
Idee und geringem technischen Aufwand bei der Umsetzung kann sich wohl kaum
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ein Mathematiker entziehen. Dies steht in einem interessanten Kontrast zu ande-
ren innermathematischen Anwendungen der Stochastik, beispielsweise dem Beweis
des Hypoelliptizitatssatzes von Hormander in der Theorie der partiellen Differen-
tialgleichungen mit dem Malliavin-Kalkiil oder dem Beweis der Indexformel von
Atiyah und Singer in der algebraischen Geometrie mit der Brownschen Bewegung,
bei denen der Weg von der Problemstellung iiber das Verstandnis der stochastischen
Konstruktion bis hin zur schliefllichen Anwendung lang und steinig sein kann.

In der vorliegenden Arbeit soll von einem Ideenkreis berichtet werden, der zwi-
schen den angedeuteten Extrema angesiedelt ist, also einen Blick auf nicht-triviale
Methoden der Stochastik erlaubt, und dies bei der Anwendung auf Probleme, die
durchaus auch interessierten Laien erklart werden konnen. Konkret geht es um
eine bestimmte Klasse von bindren Bdumen, die bei den klassischen Aufgaben des
Suchens und Sortierens eine zentrale Rolle spielt. Diese Strukturen ermdglichen un-
ter anderem die probabilistische Analyse der Algorithmen BINARY SEARCH TREE,
QUICKSORT und FIND, alle drei seit langem in Theorie und Praxis von grofler Be-
deutung. Die Laufzeit solcher Algorithmen, im wesentlichen die Zahl der Operatio-
nen eines bestimmten Typs, hdngt vom Input ab. Bei zufélligem Input (oder bei
einer randomisierten Version des jeweiligen Verfahrens) sind diese Badume zufllig,
und als Konsequenz ist die Anzahl der bendtigten Operationen bei Inputumfang
n eine Zufallsvariable X,,. Lange Zeit stand die average-case Analyse, also die Be-
trachtung des Erwartungswertes F X, solcher Zufallsgroflen, im Mittelpunkt; diese
verrit bereits mehr {iber einen Algorithmus als eine worst-case Analyse, bei der es
um Oberschranken fiir den Wert von X,, geht. In den letzten etwa 15 Jahren hat
man einige Erfolge bei der Analyse der Verteilungen dieser Zufallsgréfien erzielt,
wobei ganz unterschiedliche Methoden der klassischen und der modernen Stochas-
tik angewendet wurden. Uber die average-case Analyse hinausgehend kénnen mit
solchen Resultaten auch brauchbare Approximationen fiir die Wahrscheinlichkeit
exzessiv langer Laufzeiten erhalten werden.
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ABBILDUNG 1: Ein binarer Baum

ein Knoten auf Tiefe 3
externer Knoten

Auf diese Entwicklungen wollen wir im folgenden einen Blick werfen. Unser
Ziel ist dabei, ausgehend von Grundkenntnissen der elementaren Stochastik ein
Verstandnis der verwendeten Methoden zu erreichen. Gelegentlich werden wir
ein technisches Detail ignorieren und auch bei manchen Definitionen nicht die
groBtmogliche Allgemeinheit anstreben.



Obwohl wir uns bei den diskreten Strukturen auf binire Baume, bei den algorith-
mischen Anwendungen auf bestimmte Such- und Sortieralgorithmen und bei den
Resultaten auf Verteilungskonvergenz beschrianken, miissen wir trotzdem noch aus
dem umfangreichen und interessanten Material auswahlen. Im Sinne einer fliissigen
Darstellung werden wir zudem Literaturhinweise auf einen Schlussabschnitt ver-
schieben.

2 Binare Baume

Bekanntlich sagt ein Bild mehr als tausend Worte: Abbildung 1 illustriert die
im folgenden verwendeten Begriffe. Wir beeilen uns aber, (konstruktive) formale
Definitionen aller Elemente dieser Zeichnung nachzuliefern. Ein Knoten ist eine
endliche Folge u = (uy,...,u;) € {0,1}* von Nullen und Einsen, k ist die Tiefe
des Knotens. Im Falle £ = 0 erhalten wir die leere Menge als Reprasentanten des
Wurzelknotens. Man kann sich u als Wegbeschreibung vorstellen: w; = 0 heifit,
dass man auf dem Weg vom Wurzelknoten zum Knoten w im i-ten Schritt nach
links geht, bei u; = 1 geht man nach rechts. Den linken und rechten Nachkommen
zu u erhdlt man als (uq,...,u,0) bzw. (u1,...,ug,1). Im Falle & > 0 sind die
Knoten (uq,...,u;) miti € {0, ..., k—1} die Vorfahren von u, (u1, ..., ur—1) ist der
direkte Vorfahr von u. Ein bindrer Baum ist nun schlicht eine endliche Teilmenge
T von (J;—({0,1}* mit der Eigenschaft, dass mit jedem u € T \ {0} auch der
direkte Vorfahr von u ein Element von T ist. Die Elemente von T heiflen interne
Knoten. Als externe Knoten bezeichnen wir im Falle T # () die Menge aller u €
Up—,{0,1}*, die nicht in T liegen, deren direkter Vorfahr aber ein Element von T
ist; der Wurzelknoten ist der einzige externe Knoten des leeren Baumes. Die Menge
der externen Knoten kann als Rand 0T von T aufgefasst werden. Wenn nicht
weiter spezifiziert, sind im folgenden mit Knoten immer interne Knoten gemeint.
Wir schreiben generell |A| fiir die Anzahl der Elemente einer Menge A; bei einem
bindren Baum T ist also |T'| die Anzahl der (internen) Knoten von T'.

In der Sprache der Theoretischen Informatik ist ein bindrer Baum eine prafix-
stabile endliche Menge von Wortern iiber dem Alphabet {0, 1}, die Grundmenge
Ur=o{0,1}* wird gelegentlich zu {0,1}* abgekiirzt. Es ist natiirlich eine fiir die
Praxis sehr wichtige Frage, wie man eine solche fundamentale Datenstruktur bei-
spielsweise iber Felder und Zeiger implementiert; diesen Aspekt werden wir aber
im folgenden ignorieren. In den Anwendungen enthalten die Knoten in der Regel
einen Wert; ein Paar (7, ¢) mit einem bindren Baum 7' im obigen Sinn und einer
Abbildung ¢ : T — R bezeichnen wir als bewerteten Baum (der Wertebereich R
ist dabei nur eine fiir unsere Zwecke bequeme Festsetzung).

Die (internen oder externen) Knoten eines bindren Baumes lassen sich in kano-
nischer Weise anordnen, wenn man die zu einem u gehdrende Wegbeschreibung in
passend kleiner werdende Schritte nach links bzw. rechts tibersetzt. Konkret erhalt
man eine solche Anordnung beispielsweise durch die Funktion

k
. 1 2uj — 1
U:{0,1}* — (0,1), u:(ul,...,uk)»—>§—|—§ 2Jj+1 . (1)

j=1

In Abbildung 2 ist diese Zuordnung durch die senkrechten gepunkteten Linien an-
gedeutet. Auch zu diesem mathematischen Formalismus gibt es ein Pendant in der
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Theoretischen Informatik (oder Algorithmischen Graphentheorie): Die so erhal-
tene Anordnung entspricht der Knotenreihenfolge, wenn man den Baum ‘in-order’
durchquert. Diese Durchquerung wird rekursiv definiert durch die Vorschrift ‘lin-
ken Teilbaum durchqueren, Wurzel besuchen, rechten Teilbaum durchqueren’.

— i | : i
0 1/4 1/2 3/4 1
ABBILDUNG 2: Ein bewerteter Baum

In den Anwendungen geht es haufig nicht um den genauen Baum T oder bewer-
teten Baum (7, ¢), sondern um bestimmte Grofien, die als Funktionen von T' oder
(T, ¢) geschrieben werden kénnen. Von besonderer Bedeutung ist die Summe der
Tiefen aller (internen) Knoten, die interne Pfadldnge von T'. Als Hilfsmittel bei der
Analyse dieser Grofle wird sich die externe Pfadldnge, also die Summe der Tiefen
der externen Knoten, als hilfreich erweisen. Von Interesse sind weiter die Héhe des
Baumes, definiert als das Maximum der Tiefen aller Knoten, oder bei bewerteten
Baumen die Tiefe des Knotens, der einen bestimmten Wert enthalt. Weitere solche
GroBen werden wir in den folgenden Abschnitten kennenlernen.

3 Dynamisches Verhalten

Jeder bindre Baum T ldsst sich in |T| Schritten durch sukzessives Umwandeln
eines externen in einen internen Knoten aus dem leeren Baum erhalten. Bereits
diese elementare Beobachtung zur Dynamik hat interessante Konsequenzen: Der
leere Baum hat 0 interne und einen externen Knoten, beim Umwandeln steigt die
Anzahl der internen Knoten um 1, bei den externen verliert man einen und erhélt
zwei neue; es folgt also |0T| = |T'| + 1. Die Differenz der externen und der internen
Pfadlange von T betrdgt 2|T|, denn jede Umwandlung eines externen in einen
internen Knoten vergrofliert diese Differenz um den Wert 2. Zur Kontrolle: Der
Baum in Abbildung 1 hat 9 interne und 10 externe Knoten, die interne Pfadlénge
ist 19, die externe 37.

Eine erste wichtige Anwendung bewerteter bindrer Bdume ergibt sich im Zu-
sammenhang mit der sequentiellen Speicherung von Daten x,xs, ..., wobei wir
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einfachheitshalber annehmen, dass diese paarweise verschiedene reelle Zahlen sind.
Der BST-Algorithmus (das Akronym BST steht fiir binary search tree) konstruiert
hierzu eine Folge (71, ¢1), (T2, ¢2), . .. von bewerteten bindren Baumen: T; besteht
nur aus dem Wurzelknoten mit Inhalt ;. Hat man T, zu x1,...,x, konstruiert,
so ergibt sich T,, 41 wie in der oben beschriebenen allgemeinen Situation durch Um-
wandlung eines externen Knotens von 7;, in einen internen: Dieser wird bestimmt,
indem man den néchsten einzufiigenden Wert x,; nacheinander, beginnend mit
dem Wurzelknoten, mit dem Inhalt eines Knotens vergleicht, nach links bei Resul-
tat ‘kleiner’; nach rechts bei Resultat ‘grofier’ geht, bis schliellich der gewtinschte
externe Knoten erreicht ist. Diesem wird duch ¢,4+; der Wert z,4; zugeordnet,
auf den Knoten von 7}, stimmt ¢,,4+1 mit ¢,, liberein. Beispielsweise erhalt man bei
6,11,8,4,10,2,3,1,7,5,9,... als T1; die in Abbildung 2 wiedergegebene Struktur.
Beim Einfiligen des letzten Wertes 9 vergleicht man diesen nacheinander mit den
Werten 6, 11, 8 und 10, geht nach rechts, links, rechts und wieder links, und landet
so schlieflich im linken Nachkommen von 10.

Nach Konstruktion spielt fiir den Baum 77, selbst nur das Groflenverhaltnis der
ersten n x-Werte untereinander eine Rolle; insbesondere andert sich T}, nicht, wenn
man x1, ..., T, derselben streng monotonen Transformation unterwirft. Eine solche
erhalt man beispielsweise durch den Ubergang zu den absoluten Rangen,

(@1, ey Tpn) P T = (T, Tnp) Mit T, 1= ‘{1 <j<n:uz;j §:cz}‘

Jeder der moglichen Werte taucht genau einmal als absoluter Rang auf, 7, ist also
eine Permutation der Menge {1,...,n}. Unter dem relativen Rang des Wertes z;
(in der gesamten Folge, hier muss n nicht mitgeschleppt werden) versteht man

R(x;) = |{1§j§i: x; S:cz}‘

Die Originaldaten sowie die zugehorigen absoluten und relativen Range zu dem
Baum in Abbildung 2 sind in der folgenden Tabelle aufgefiihrt, wobei die z-Werte
auf drei Nachkommastellen verkiirzt wurden:

1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
z;: .80 .969 .655 .246 .954 .107 .241 .030 .618 .452 .724
11,4 - 6 11 8 4 10 2 3 1 7 5 9
Rz): 1 2 2 1 4 1 2 1 6 5 9

TABELLE 1: Die Daten zu Abbildung 2

Bei der in (1) angegebenen Anordnung der Knoten ergibt sich fiir Baume, die
mit dem BST-Algorithmus erzeugt werden, eine streng monotone Zuordnung der
horizontalen Knotenposition und dem Knoteninhalt. Der Baum hat damit die
Sucheigenschaft, auf die wir im néachsten Abschnitt zuriickkommen werden. Insbe-
sondere kann man die n+ 1 externen Knoten, die fiir das Einsortieren des néchsten
Wertes x,,+1 zur Verfiigung stehen, von links nach rechts anordnen, und sieht so,
dass bei dieser Reihenfolge der relative Rang von z,41 (der natiirlich mit dem
absoluten Rang in (z1,...,%,+1) Ubereinstimmt) den umzuwandelnden externen
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Knoten festlegt. Denkt man sich in Abbildung 2 den Knoten mit Inhalt 9 gel6scht,
so bleiben 11 externe Knoten, und beim Ubergang zu T}, wird in der Zihlung von
links nach rechts der neunte hiervon zu 77 hinzugefiigt.

Der BST-Algorithmus liefert also zu (zp,)nen eine Folge (T3, )nen von bindren
Béiumen mit |T,,| = n, wobei beim Ubergang von n zu n + 1 der durch den re-
lativen Rang von x,4+1 bestimmte externe Knoten von 7}, in einen internen Kno-
ten umgewandelt wird. Bei der probabilistischen Analyse geht es um das Verhal-
ten bei zufalligem Input. Konkret nehmen wir an, dass die Daten Realisierungen
von unabhéngigen und identisch verteilten reellwertigen Zufallsvariablen sind. Um
mithsame Fallunterscheidungen beim mehrfachen Auftreten von Werten etc. zu
vermeiden, fordern wir zusatzlich, dass die Verteilungsfunktion dieser Zufallsvaria-
blen stetig ist. Da die Baume, wie bereits erwiahnt, bei einer streng monotonen
Transformation des Inputs unverindert bleiben, kénnen wir dann ‘0.B.d.A.” an-
nehmen, dass die den Zufallsvariablen gemeine Verteilung die Gleichverteilung auf
dem Einheitsintervall ist; fiir diese schreiben wir gelegentlich unif(0,1). Besteht
der Input aus einer Folge von unabhéngigen, unif(0, 1)-verteilten Zufallsvariablen
(Uk)ken, so liefert der BST-Algorithmus eine Folge (T}, )nen von zufilligen bindren
Béumen; T, ist der Baum zu (Ui, ..., U,). Ubrigens zeigt bereits der Fall n = 3,
dass T,, nicht gleichverteilt ist auf der Menge der bindren Baume mit n Knoten.

Der Baum T;, hingt von (Uy,...,U,) nur iiber die nun zuféllige Permutation
T = (Tp1, - -, Tn,n) ab, die man durch die absoluten Rénge erhélt. Die Verteilung
des Zufallsvektors (Uy,...,U,) ist invariant unter Permutationen, also ist 7, auf
der symmetrischen Gruppe S, aller Permutationen von {1,...,n} gleichverteilt.
Man macht sich leicht klar, dass der Ubergang von den absoluten zu den relativen
Réngen eine Bijektion zwischen S, und der Menge

E, = {(i1,...,in) EN": 1<i; <j firj=1,...,n}

vermittelt, wobei E, auch als kartesisches Produkt der Mengen {1,...,j}, j =
1,...,n, geschrieben werden kann. Insbesondere ist (R(Ui),...,R(Uy,)) auf E,
gleichverteilt. Dies fiihrt auf den recht bemerkenswerten Sachverhalt, dass un-
ter den angegebenen Bedingungen an (Up,)nen die relativen Rénge (R(Up))nen
unabhéngig sind, und dass R(U,,) auf {1,...,n} gleichverteilt ist. Fiir die stochas-
tische Dynamik der Baumfolge (T},)nen bedeutet dies, dass man beim Ubergang
von T, zu T,,+1 einen der n + 1 externen Knoten von T, zufillig und gleichverteilt
auswahlt und in einen internen Knoten umwandelt; insbesondere ist diese Folge
als stochastischer Prozess mit Werten in der Menge der endlichen Teilmengen von
{0,1}* eine Markovkette.

Die Laufzeit von BST, also die ‘Konstruktionskosten’ fiir 7T;,, wird wesentlich
durch die benétigte Anzahl der Vergleiche bestimmt. Nun landet ein Wert ge-
nau dann in einem Knoten der Tiefe k, wenn fiir seine Einsortierung k Vergleiche
benotigt werden, d.h. die interne Pfadlange X, zu T, ist die unter diesem Ge-
sichtspunkt wesentliche Grofle. Es sei Y,, die externe Pfadlinge. Wir wollen nun
das asymptotische Verhalten von X,, bei n — oo naher untersuchen und erinnern
zundchst an einige Grundbegriffe der Stochastik.

Zufallsgréflen werden als messbare Abbildungen auf einem Wahrscheinlichkeits-
raum (€2, A, P) mit Werten in einem messbaren Raum (E, B) betrachtet; bei reell-
wertigen Zufallsgrofien (Zufallsvariablen) X ist B die o-Algebra der Borel-Mengen,
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bei abzéhlbarem E (wie beispielsweise der Menge der endlichen Teilmengen von
{0,1}*) ist B die Menge aller Teilmengen von E. Der Raum L?, oder ausfiihrlicher
L?(Q, A, P), aller Zufallsvariablen mit endlichem zweiten Moment wird mit dem
inneren Produkt (X,Y) := EXY zu einem Hilbertraum (man muss, um durch
| X := (X, X)'/2 eine richtige Norm und nicht nur eine Seminorm zu erhalten,
Zufallsvariablen X und Y im Falle P(X =Y) = 1 miteinander identifizieren). Fiir
eine Unter-o-Algebra F von A ist der bedingte Erwartungswert X — E[X|F] die
Orthogonalprojektion auf den Teilraum L?(2, F, P) der F-messbaren Zufallsvaria-
blen. Im Extremfall {0, Q} erhélt man als Projektion auf den Raum der konstan-
ten Zufallsvariablen den bekannten ‘unbedingten’ Erwartungswert, woraus mit der
Kompatibilitat der Orthogonalprojektionen auf ineinander enthaltene Teilrdume
E(E[X|F]) = EX folgt. In unseren Anwendungen wird F von einer diskreten
Zufallsgrofie YV oerzeugt (die beispielsweise aus dem Vektor (T4,...,T,) bestehen
kann), eine Zufallsvariable X ist F-messbar, wenn sie als Funktion X = ¢(Y") von
Y geschrieben werden kann, und der bedingte Erwartungswert hat die Form

EX|F=¢(Y) mitg(y) =) zP(X=2z|]Y=y),

im Falle P(Y = y) = 0 bleibt ¢(y) undefiniert.

Beim BST-Algorithmus wird beim Ubergang von T}, zu T, +1 einer der n + 1
externen Knoten von T,,, mit Tiefen k1 (7},),. .., knt1(Th), zufillig und gleichver-
teilt ausgewahlt und in einen internen Knoten umgewandelt. Dies fiihrt unter
Berticksichtigung von k1 (T),) + ... 4+ kny1(T) = Y, mit 7, = o(Th,...,T,) auf

1o n+2
E[Y, — YV, + —— S (2k(T)) + 1) — ki(T2)) = Y, + 2, (2
Vns1|7] n n+1;( (ks(Tn) + 1) = k(L)) nr1n TS (2)

wobei die Summe durch eine Zerlegung nach dem Index des zur Umwandlung aus-
gewahlten externen Knotens entsteht. In einer solchen Situation, bei der die Dy-
namik der bedingten Erwartungswerte durch (deterministische) affine Transforma-
tionen ausgedriickt werden kann, freut sich der angewandte Stochastiker: Er hat
(fast) ein Martingal gefunden.

Zur Erlduterung dieses in der modernen Stochastik so wichtigen Konzepts verlas-
sen wir kurzzeitig unsere BST-Anwendung und kehren zu der allgemeinen Situation
zuriick. Eine aufsteigende Folge (Fy,)nen von Unter-o-Algebren von A bezeichnet
man als Filtration; in unseren Anwendungen ist JF,, die von den Zufallsvariablen
Uiy,...,U, oder den Badumen T1,..., T, erzeugte o-Algebra und représentiert so-
mit die bis zur Zeit n angesammelte Information. Eine Folge (Z,)nen ist zu dieser
Filtration adaptiert, wenn Z, JF,-messbar ist (also beispielsweise als Funktion von
T, geschrieben werden kann). Eine solche adaptierte Folge heifit Martingal, wenn

ElZn,11|F,) = Z, furalleneN

gilt. Dies ist ein spezieller, aber sehr wichtiger Typ stochastischer Dynamik:
Beziiglich des mittleren quadratischen Fehlers E(Z, 41 — Z)? = || Zpy1 — Z|)? ist,
auf der Basis der Historie bis zur Zeit n, der aktuelle Wert Z,, = Z des Prozesses
die optimale Vorhersage fiir den nachsten Wert Z,,41.
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Wir kehren kurz zuriick zur BST-Situation. Aus (2) folgt

n+2
n+1

EY, . = EY, + 2

und damit unter Verwendung von X,, =Y,, — 2n

E[Zn1|Fn) =2, fir Z, := Tl
d.h. (Z,, Frn)nen ist ein Martingal.

Wir skizzieren den Nachweis, dass L2-beschrinkte Martingale (Z,,, Fp)nen im
Hilbertraum L? konvergieren: Es seien hierzu m,n € N mit m < n. Die Martin-
galeigenschaft impliziert E[Z,|Fm] = Zn. Ganz allgemein hat man fir bedingte
Erwartungswerte die Regel, dass ein F-messbarer Faktor X ‘herausgenommen’ wer-
den kann, also E[XY|F] = X E[Y |F] gilt. Dies fithrt auf

E(Zan) = E(E[Zan|fm]) = E(ZmE[ZnLFm]) = EZ?n

und damit
”Zn - Zmn2 = E(Zn - Zm)2

= EZ? — 2E(Z,Zy) + EZ2,
= EZ2-EZ2  (>0),

bei sup,,cy EZ2 < 00 ist also (Z,,)nen eine Cauchy-Folge in L.

Man kann zeigen, dass das oben in der BST-Situation gefundene Martingal L?-
beschrankt ist; siehe hierzu auch den néchsten Abschnitt. Insgesamt erhilt man
damit den folgenden Satz.

Satz 1 Die standardisierte interne Pfadlinge Z,, := (X,, — EX,)/(n+1) konver-
giert mit n — oo in L? gegen eine Zufallsvariable Z.

Natiirlich konnen wir, soweit es den Grenzwertsatz betrifft, auch durch n anstelle
von n + 1 dividieren.

4 Rekursive Strukturen

Im vorangegangenen Abschnitt haben wir die Dynamik einer Folge (77,)nen von
Baumen, also die Frage, wie T4+, aus T,, entsteht, in den Vordergrund gestellt.
In mancher Hinsicht komplementér hierzu ist die rekursive Sichtweise: Ein bindrer
Baum ist entweder leer, oder er besteht aus einem Tripel linker Teilbaum, Wurzel-
knoten, rechter Teilbaum (wobei die Teilbdume natiirlich wiederum leer sein kénnen
etc.). Diese Sichtweise ist insbesondere dann sinnvoll, wenn zwischen den einzelnen
Béaumen keine direkte Verbindung besteht. Dies wiederum ist bei dem Algorithmus
der Fall, den wir nun beschreiben und zu binaren Baumen in Beziehung setzen.
Eine vorgegebene Liste x = (x1,...,x,) von reellen Zahlen ist in aufsteigende
Reihenfolge zu bringen; wir nehmen wieder einfachheitshalber an, dass keine mehr-
fachen Werte auftreten. Der Algorithmus QUICKSORT verfahrt wie folgt: Zunéchst
konstruiert man durch sukzessiven Vergleich von x; mit x;, ¢« = 2,...,n, die
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Teillisten =~ = (27,...,2; ) und 2+ = (z7,... ,zj) der kleineren bzw. grofieren
Werte. In der sortierten Liste gehort x; zwischen diese beiden Listen. Man macht
nun rekursiv mit den beiden Teillisten weiter, bis man bei Listen der Lénge 0
oder 1 angekommen ist. Schreibt man das erste Element der jeweiligen Liste
in den Wurzelknoten und ordnet = und z* dem linken bzw. rechten Teilbaum
zu, so ergibt sich ein bindrer Baum im Sinne von Abschnitt 2; konkret fiihrt
x=(6,11,8,4,10,2,3,1,7,5,9) auf den Baum in Abbildung 2. Eine randomisierte
Version dieses Verfahrens erhdlt man, wenn anstelle des jeweils ersten Elementes
der Liste ein Element mit zufélligem, auf den moglichen Positionen {1,...,n} (bei
einer Liste der Lange n) gleichverteilten Index gewihlt wird. Die Anzahl X,, der
benétigten Vergleiche bei unabhéngigem, unif(0, 1)-verteilten Input ist ein gutes
MafB fiir die bendtigte Laufzeit und somit ein zentrales Objekt bei der probabilis-
tischen Analyse dieses Verfahrens.

Kaum ein Algorithmus wurde so intensiv untersucht wie QUICKSORT. Auf einer
Beliebtheitsskala der Anwendungsbeispiele in einer Stochastikvorlesung fiir Infor-
matiker diirfte die zugehorige average-case Analyse, also die Betrachtung von FX,,,
Platz 1 erhalten: Der absolute Rang von U; unter Uy, ..., U, ist gleichverteilt auf
der Menge {1,...,n}, man hat also mit Wahrscheinlichkeit 1/n die Lange k — 1
fiir x~ und n — k fiir 2. Da Us, ..., U, bei der Rechts-Links-Entscheidung mit U;
verglichen werden miissen, flihrt dies auf

1 n
EX, =n—-1+ — EX;_ EX,_1).
n + n];( k—1 T k)

Diese einfache Differenzengleichung fiir die Zahlenfolge (EX,,)nen, lasst sich leicht
losen. Man erhalt unter Beriicksichtigung der Randbedingung F Xy = 0 die expli-
zite Formel EX,, = 2(n+ 1)H,, — 4n mit H,, := Y ,_, 1/k; man nennt H, die n-te
harmonische Zahl. Eine Betrachtung der Varianz in diesem Stil fithrt nach einer
erheblich miithsameren Rechnung auf

var(X,) = % —4(n+1)HP —2(n + 1)H, + 13n, (3)
wobei nun HT(?) := Y p_, 1/k* die harmonischen Zahlen zweiter Art bezeichnen.

Aus diesen Resultaten erhélt man mit der Ungleichung von Chebyshev und der
bekannten Asymptotik der harmonischen Zahlen bereits, dass X,,/(2nlogn) mit
n — oo in Wahrscheinlichkeit gegen 1 geht. Da X, in der Baum-Interpretation, wie
die Notation nahelegt, zu der in Abschnitt 3 behandelten Pfadlinge wird, liefern
diese ‘Momentbetrachtungen’ auch den Nachweis, dass das dort als Hilfsmittel
verwendete Martingal (Z,,, F)nen in der Tat L2-beschrinkt ist.

Satz 1 impliziert nun, dass (X, —2nlogn)/(n+1) mit n — oo in Verteilung kon-
vergiert, gibt aber, was die Grenzverteilung betrifft, wenig an Information her. Wir
wollen nun zeigen, dass die rekursive Struktur auf eine Gleichung fiir diese Grenz-
verteilung fiihrt, aus der solche Information erhalten werden kann; es stehen also
nun Verteilungen im Vordergrund und nicht die Zufallsgrofien selbst. Wir schrei-
ben ganz allgemein £(Z) fiir die Verteilung einer ZufallsgroBe Z; der Buchstabe
‘L’ steht dabei fiir das englische Wort ‘law’, eine der im internationalen Schrifttum
iiblichen Bezeichnungen fiir ‘Verteilung(sgesetz)’.
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Zu einer Permutation 7 = (71 ..., m,) seien 7~ und 7" die Teilpermutationen,
die man erhélt, wenn man alle Werte > m; bzw. < m; streicht und im letzte-
ren Fall noch 7, von den iibriggebliebenen Eintrégen subtrahiert. Konkret erge-
ben sich beispielsweise bei m = (6,11, 8,4,10,2,3,1,7,5,9) die Teilpermutationen
7~ = (4,2,3,1,5) und 7" = (5,2,4,1,3). Ist 7 zufillig und gleichverteilt iiber
Sy, so zeigt eine einfache Rechnung, dass 7~ und 7+ unter 7 bedingt unabhingig
sind und dass 7_ unter m; = m gleichverteilt ist auf S,,_1, 7+ auf S,,_,,. Bereits
verwendet haben wir, dass m; auf der Menge {1,...,n} gleichverteilt ist. Da T,
als Funktion von 7, betrachtet werden kann, ergibt sich so das folgende induktive
Verfahren zur Konstruktion der Verteilungen £(T},), n € Ng: L(T}) ist auf den
leeren Baum konzentriert. Hat man £(7Tp), ..., L£(T,—1) konstruiert, so erhdlt man
L(T,) als Verteilung des Baumes mit linkem Teilbaum 7~ und rechtem Teilbaum
T, indem man zunéchst eine auf {1,...,n} gleichverteilte Zufallsvariable M und
dann bei M = m die Teilbdume geméf L£(1,,—1) bzw. L(T},—,) wahlt. Im Rahmen
der in Abschnitt 2 gegebenen formalen Definition bezeichnen wir dabei als linken
Teilbaum eines bindren Baumes T' die Menge aller Knoten v = (uq,...,ux) mit
(0,uq,...,ug) € T, beim rechten Teilbaum geht es stattdessen um (1, uq,. .., ug);
entsprechend kann man fiir die Prozedur des Zusammenfiigens eine formale Defi-
nition geben.

Die rekursive Struktur iibertragt sich natiirlich auf Funktionen von 7, wie
beispielsweise die interne Pfadlange. Fiir diese erhalten wir

Xn =distr N 71 + X]n71 + X;lffn'

Hierbei sind die drei ZufallsgréBen I,,, (Xo, ..., Xp—1) und (X{, ..., X}_;) stochas-
tisch unabhéngig, I, ist auf {1,...,n} gleichverteilt und X;, X/ haben dieselbe
Verteilung (nédmlich die der Pfadlange von T3;), und ‘=g,  steht fiir Gleichheit in
Verteilung. Wie in Abschnitt 3 fithren wir auch hier eine affine Transformation aus

und erhalten

an(b(n) _ n71+¢(1n71)+¢(n*1n)7¢(n)
n+1 distr n+1
X1 —6(I,—1) I,
n . 4
+ I, n+1 (4)
n Xp-1, —d(n—1,) n—1IL,+1
n—1I,+1 n+1

Wir verwenden dies mit ¢(n) := EX, = 2(n + 1)H,, — 4n und lassen n gegen oo
gehen: Auf der linken Seite erhalten wir (die Verteilung von) Z aus Satz 1. Mit
lim,, o ¢(n)/(2nlogn) = 1 ergibt sich auf der rechten Seite von (4)

n—1+¢(In—1)+¢(n—1In) — ¢(n)
n+1

—aiste 1 +2U1log(U) +2(1 —U)log(1 —0U)

und nattirlich auch

I
n +

n—1I,+1
1 —distr Ua Tlijjl —distr 1-U
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mit £(U) = unif(0, 1); hierbei steht ‘— g, fiir Konvergenz in Verteilung. Da I,
auf {1,...,n} gleichverteilt und von (X3, ..., X,,) unabhéngig ist, folgt weiter

Xi,_1— (I, — 1) > 1K (X, - EX; 2
(Fgtr) (BT )

Satz 1 zusammen mit der bekannten Aussage zu Cesaro-Summen liefert hierfiir den
Grenzwert 0. Analog verfahrt man bei (X,,_;, — ¢(n—1,))/(n— I, +1) und erhilt
so insgesamt fiir die rechte Seite von (4) den Grenzwert C(U)+UZ + (1 —-U)Z’,
wobei U, Z und Z' unabhangig sind, sowohl Z als auch Z’ dieselbe Verteilung
haben wie die Zufallsvariable Z auf der linken Seite und schliefflich C' definiert
wird durch

C(u) := 1+ 2ulog(u) +2(1 —u)log(l —u) fir0<u<1. (5)

Dem aufmerksamen Leser wird nicht entgangen sein, dass in der obigen Argu-
mentation etwas sehr freizligig zwischen Zufallsvariablen und ihren Verteilungen
hin und her gesprungen wurde. Wir geben nun das formale Geriist, mit dessen
Hilfe dann auch der entscheidende Aspekt dieses Zugangs herausgearbeitet werden
kann. Wir fassen hierzu Wahrscheinlichkeitsmafle als Punkte in einem metrischen
Raum auf und betrachten konkret die Menge My aller Wahrscheinlichkeitsmafle
auf den Borelschen Teilmengen von R, zu denen das zweite Moment existiert, also
J 2? p(dz) < oo gilt. Weiter sei M o die Teilmenge der u € Mo mit [z p(dz) =0,
flir die also der zugehorige Erwartungswert verschwindet. Fir u, v in My wird die
Wasserstein-Distanz definiert durch

dw(,v) == int{|X = Y| : £(X) = p, LV) = v},

Der metrische Raum (Mg, dw) ist vollstandig, My ¢ ist hierin abgeschlossen. Da-
ritber hinaus ist bekannt, dass Konvergenz bzgl. dw von (i, )nen gegen p quivalent
ist zur schwachen Konvergenz zusammen mit der Konvergenz der zweiten Momente.
Mit der schwachen Konvergenz ist hierbei [ fdu, — [ fdp fiir alle stetigen und
beschrankten Funktionen gemeint; dies entspricht der Konvergenz in Verteilung
von X, gegen X im Falle p, = £(X,), p = L(X). Die dw-Konvergenz einer
Folge von Wahrscheinlichkeitsmaflen kann also beispielsweise durch Angabe einer
Folge von Zufallsvariablen nachgewiesen werden, die in L? (und damit in Vertei-
lung) konvergiert, und fiir die auch die zweiten Momente konvergieren. Genau
dies fiithrt nun in Verbindung mit dem obigen Argument auf eine Gleichung fiir die
Grenzverteilung p der standardisierten Pfadldnge:

Z =4 CU)+ UZ+ (1-U)Z (6)

mit U, Z, Z unabhéngig, £(U) = unif(0,1), £(Z) = L(Z') = p und C wie in (5).
Wir definieren nun einen Operator S auf My durch

S(p) == L(CU) + UZ+ (1-0)Z"),
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wobei die Zufallsvariablen U, Z, Z unabhéngig sind und £(U) = unif(0,1), L(Z) =
L(Z") = p gilt. Fir die Zufallsgrofie C'(U) erhalten wir

ECU) = /0 (1 + 2ulog(u) + 2(1 — u)log(1l — u)) du

=0, (7)
EC(U)? = /0 (1 + 2ulog(u) 4+ 2(1 — u) log(1 — u)) du
- g - 2—32 < 0. (8)

Aus (8) folgt, dass das zweite Moment zu S(u) endlich ist, und (7) zeigt, dass
Moy g unter S nicht verlassen wird. Die Verbindung zu unseren bindren Baumen
wird durch die Tatsache hergestellt, dass die interessierende Grenzverteilung ein
Fixpunkt von S als Selbstabbildung des Raumes Ms g ist.

Ist der Fixpunkt eindeutig? Sicher nicht in Mo, da bei einer festen determi-
nistischen Verschiebung der Variablen Z und Z’ in (6) wegen U + (1 —U) = 1
die Verteilungsgleichheit erhalten bleibt. Hat man aber p,v € My, und ist
(X,Y) ein zweidimensionaler Zufallsvektor mit £(X) = p, £(Y) = v und || X —
Y| < dw(L(X),L(Y)) + €, so erhdlt man unter Zuhilfenahme eines von (X,Y)
unabhéngigen Zufallsvektors (X’,Y”’) mit derselben Verteilung wie (X,Y") sowie
einer von beiden Zufallsvektoren unabhéngigen, unif(0, 1)-verteilten Zufallsvaria-
blen U

4% (S(n),8(v)) < E((CU)+UX +(1-U)X') = (C(U)+UY + (1 -U)Y"))?

E(U*(X-Y)*) + E(1-U)*(X'-Y")?)
= (EU’+E(1-U)*)E(X -Y)?

< % (dw (p,v) + 6)2.

Hierbei haben wir im ersten Schritt ausgenutzt, dass C(U) + UX + (1 — U)X’ die
Verteilung S(p) und C(U) +UY + (1 —U)Y” die Verteilung S(v) hat, im zweiten,
dass aufgrund der vorausgesetzten Unabhéngigkeiten und wegen F(X —Y) = 0 die
gemischten Terme verschwinden. Da e > 0 beliebig war, erhalten wir hieraus die
folgende Abschétzung.

Satz 2 Fir alle p,v € Ma g gilt dw (S ) 2/3dw(u, v

Mit dem bekannten Fixpunktsatz von Banach folgt nun, dass die Verteilungs-
gleichheit (6) die Verteilung £(Z) in Mg charakterisiert, aber beispielsweise
auch, dass der dw-Abstand der durch Iteration von S erhaltenen Wahrscheinlich-
keitsmaBe p, S(), S(S(w)), ... zu L(Z) bei beliebigem Startmafl p € Mz expo-
nentiell schnell gegen 0 geht. Die Fixpunktgleichung kann auch zum Erhalt von
Informationen tiber die Grenzverteilung verwendet werden. Beispielsweise folgt aus
(6) mit der Unabhéngigkeit von U, Z und Z’

EZ?* = EC(U)? + EU’EZ? + E(1 -U)?Z?,
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da die gemischten Terme wegen EZ = EZ' = 0 verschwinden. Dies ergibt EZ? =
EC(U)? +2EZ?/3 und somit wegen (8)

9 9 272
var(Z) = EZ° = 3EC(U)* =7 — 3
was man natiirlich auch als Grenzwert in (3) bei n — oo erhélt. Eine einfache
qualitative Schlussfolgerung aus (6) ist die, dass £(Z) absolutstetig ist, Z also
eine Wahrscheinlichkeitsdichte hat. In der Tat liefert (6) eine Integralgleichung fiir
eine solche Dichte, die wiederum als Basis fiir numerische Approximationen dienen
kann.

5 Poisson-Approximation

Eines der klassischen Resultate der Stochastik ist das Gesetz der seltenen Ereig-
nisse, demgeméaf die Anzahl S,, der ‘Erfolge’ bei kleiner Erfolgswahrscheinlichkeit
p und grofler Anzahl n von unabhéngigen Versuchswiederholungen ndherungsweise
Poisson-verteilt ist mit Parameter np. Uber reine Grenzwertsitze und Konver-
genzgeschwindigkeitsaussagen hinaus lassen sich bei diesem Gesetz sogar einfache,
explizite Oberschranken fiir den Abstand der Verteilungen erhalten. Wir schreiben
im folgenden Ber(p) fiir die Bernoulli-Verteilung mit Parameter p, £(X) = Ber(p)
bedeutet dann P(X =1) = p = 1—-P(X = 0), und Po(\) fiir die Poisson-Verteilung
mit Parameter A\. Der Totalvariationsabstand zweier Wahrscheinlichkeitsmafle p
und v auf R wird definiert durch

dry (p,v) = f;é%‘“(B) —v(B)|. 9)

Sind g und v auf eine abzdhlbare Menge A konzentriert, so gilt

drv(nv) = 3 3 |ulfe)) — v({a})]

z€A

Eine fiir unsere Anwendungen interessante Oberschranke ist, mit S, = X7 + ...+
Xn, X1,..., X, unabhingig und £(X;) = Ber(p;) fir i = 1,...,n,

S p?
drv (L£(S,), Po(ES,)) < =i=tli

Wir wollen dies nun in der BST-Situation aus Abschnitt 3 anwenden, behalten
aber die in Abschnitt 4 beschriebene Verbindung zu QUICKSORT im Auge. Es sei
also (T}, )nen die Folge der mit dem BST-Algorithmus erzeugten zufélligen bindren
Bédume zu einer Folge (U, )neny von unabhéngigen, unif(0,1) verteilten Zufallsva-
riablen. Jede 0-1-Folge 6 = (0x)ren € {0, 1} definiert einen Pfad durch die 7,’s,
es sei

(10)

Zn(0) := max{k € Ny : (01,...,0;) € T,}

die Linge diese Pfades zur ‘Zeit’ n. Wie in Abschnitt 2 erklért, wird beim Ubergang
von T zu Tj41 einer der k + 1 externen Knoten von T}, zufillig und gleichverteilt
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(unabhéingig von der Historie T4, ..., Tk) ausgewéihlt und in einen internen Knoten
umgewandelt. Dies zeigt, dass sich Z,(0) als Summe von unabhéngigen, Ber(1/7)-
verteilten Zufallsvariablen schreiben ldsst, also ist (10) anwendbar und man erhélt

Y
H,

drv (L(Z,(9)), Po(Hy)) < (11)
Die Oberschranke kann wiederum durch 72/(6logn) nach oben abgeschitzt wer-
den, geht also insbesondere mit n — oo gegen 0. Beachtet man, dass sich die
dry-Distanz der Verteilungen von X und Y unter affinen Tranformationen der
Zufallsvariablen nicht dndert, dass wegen (9) diese Distanz eine Oberschranke fiir
den Abstand der Verteilungsfunktionen zu X und Y liefert und somit Konver-
genz in Totalvariation die Verteilungskonvergenz impliziert, und dass schliellich
(Xx — A)/VX mit £(X,) = Po(\) bei A — oo in Verteilung gegen die Standard-
normalverteilung konvergiert, so folgt aus (11), dass Z,(f) nach Standardisierung
asymptotisch normalverteilt ist.

Konkret liefert dieses Resultat bei § = (0,0, ...) die Verteilungsasymptotik zur
Einfiigtiefe des Minimums. Grofien dieser Art sind insbesondere dann interessant,
wenn in einer Such- oder Sortieranwendung nicht der gesamte Baum konstruiert
wird (oder werden muss). Das Standardbeispiel ist der Algorithmus FIND, der bei
Input & = (z1,...,2,) € R®und ! € {1,...,n} das Element x,,; mit Rang [ findet,
also den Wert x;, fir den {1 <j<mn:z; <z} =1 gilt; bei [ = 1 ist dies das
Minimum. Wie bei QUICKSORT werden im ersten Schritt durch Vergleich mit x4
die Teillisten 2= und zT der kleineren bzw. grofieren Elemente gebildet. Ist m
die Lange von 7, so macht man im Falle m > [ mit = anstelle von x weiter, [
bleibt unveréndert. Bei m = [ ist z; die gesuchte Ordnungsstatistik. Bei m < [
macht man mit ™ weiter, muss dabei aber natiirlich I durch I — m ersetzen. Wie
bei QUICKSORT gibt es auch hier eine randomisierte Version, bei der der Index des
Vergleichselements zufillig ausgewahlt wird.

Wie viele Rekursionen benotigt man, um mit FIND die I-te Ordnungsstatistik zu
finden oder, aquivalent, welche Tiefe Y;, ; hat der Knoten mit Inhalt [ in dem mit
dem BST-Algorithmus konstruierten Baum zu einer zufélligen und gleichverteilten
Permutation von {1,...,n}? Ein klassisches Resultat ist

EY,, = Hi+Hypi1-1— 2. (12)

Die folgende Beobachtung erweist sich als Schliissel fiir die Analyse der Verteilung
von Yy, ;: Auf dem Pfad vom Wurzelknoten zu dem Knoten mit Inhalt I geht man
in einem Knoten mit Inhalt k£ nach links, wenn k ein absteigender Rekord in den
grofleren und nach rechts, wenn k ein aufsteigender Rekord unter den kleineren
Werten ist. Beispielsweise geht man auf dem Weg vom Wurzelknoten zu dem
Knoten mit Inhalt 9 in Abbildung 2 bei 6 und 8 nach rechts, bei 11 und 10 nach
links. Die zugehorigen Daten in Tabelle 1 zeigen, dass diese Werte unter den Werten
kleiner als 9 die aufsteigenden (7r11,1 und 711,3) bzw. absteigenden Rekorde sind
(11,2 und m11,5); bei nicht zuletzt einsortierten Werten [ # 9 ist nur der Bereich
links von [ relevant. (Natiirlich wird bei einer Anwendung von FIND der Datensatz
x selbst und nicht die zufillige Permutation betrachtet. Bei letzterer hat die I-
te Ordnungsstatistik x,.; stets den Wert [, mit ‘Inhalt 9’ ist also in Wirklichkeit
‘Inhalt 0.724’ gemeint.)
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Wir formalisieren diese Beobachtung: Es seien N := 7~1(l) die Position des
gesuchten Wertes ! in der zufélligen Permutation m,

S_ :{1§’L<N W(i)<l}:{i1,--~;iG}7
Sy ={1<i<N:a@)>1}={j1,...,jn-1-c}

mit i1 <...<igund j; <...< jn_1_¢ die Indizes zu den relevanten Teilpermu-
tationen und

mT_ = (ﬁ(il), e ,W(ig)), Ty = (W(jl), ceey W(ijlfG))v

G r—1 N—-1-Gr-1
Ro:=Y T[l=Go<ntny Bei= > [ ltnGos=ao
r=1*k=1 r=1 k=1

(14 bezeichnet die Indikatorfunktion zur Menge A, also 14(x) =1 bei z € A und
1a(z) = 0 sonst). Mit diesen Definitionen gilt Y,,; = R_ + Ry und man erhélt,
dass L£(Y,,;) aus bestimmten handelsiiblichen Verteilungen zusammengesetzt ist:
N ist gleichverteilt auf {1,...,n}. Unter N = m ist (m,...,mm—1) eine zufillige
und gleichverteilte Permutation von {m; : 1 < ¢ < m}. Der Wert m; kann als
Resultat des i-ten Zugs ohne Zuriicklegen aus einer Urne mit n — 1 Kugeln an-
gesehen werden, wobei | — 1 Kugeln ‘weif}’; also kleiner als [ sind, d.h. G = |S_]|
hat eine hypergeometrische Verteilung mit Parametern n — 1, [ — 1 und m — 1.
Schliellich hat unter G = k die Anzahl der aufsteigenden Rekorde (das sind ja
gerade die Elemente mit maximalem relativen Rang, siehe Abschnitt 3) dieselbe
Verteilung wie die Summe &; + ... + & von unabhingigen Zufallsvariablen &; mit
L(&) = Ber(1/i), 1 < i < k. Bei diesem letzten Schritt kann nun (10) angewen-
det werden; analog behandelt man R,. Eine technische Schwierigkeit ergibt sich
noch aus der Tatsache, dass R_ und Ry nicht unabhingig sind, aber schliellich
erhdlt man eine Approximation der interessierenden Verteilung £(Y5, ;) durch eine
Poissonverteilung, in Form einer einfachen und expliziten Oberschranke fiir den
Approximationsfehler in der Totalvariationsdistanz.

Satz 3

28 + 72
sup  dry (£(Yas), Po(EY, 1)) < o™ fiir alle n > 2.

le{1,....,n} logn

Wie bei der Einfligtiefe des Minimums kann man auch hier als Korollar die asymp-
totische Normalitét erhalten, beispielsweise bei [ = I, = |[n/2] fiir den (linken)
Median.

6 Begleitende Konstruktionen

Wie bereits seine Bezeichnung andeutet, nimmt der Zentrale Grenzwertsatz eine be-
sondere Position in der Stochastik ein: Sind X7, X», ... unabhéngige und identisch
verteilte Zufallsvariablen mit endlichem zweiten Moment und positiver Varianz, so
konvergieren die standardisierten Partialsummen (S, — ES,)/v/n, Sy := > i1 Xi,
mit n — oo in Verteilung gegen eine Normalverteilung. Zu diesem Satz gibt es ne-
ben zahlreichen wichtigen Verallgemeinerungen auch eine Vielfalt ganz unterschied-
licher Beweise. (Ubrigens kann man auch hier, beispielsweise iiber eine Aufspaltung
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der Partialsummen nach geraden und ungeraden Summationsindizes, eine rekursive
Struktur finden und auf diesem Wege eine Fixpunktgleichung fiir die Grenzvertei-
lung herleiten, die diese charakterisiert.) Eines dieser Beweisverfahren beruht auf
einer Art ‘begleitenden Konstruktion’: Bei normalverteilten X-Variablen ist die
Aussage des Zentralen Grenzwertsatzes trivial (die Verteilung der standardisierten
Partialsummen héngt nicht von n ab). Die Verbindung zwischen der Ausgangssi-
tuation und der Situation mit normalverteilten Summanden kann dann beispiels-
weise dadurch hergestellt werden, dass in den Partialsummen nacheinander die
X-Variablen durch ein normalverteiltes Pendant ersetzt werden.

Es sei nun X, ; die Anzahl der von FIND(7,,, 1) bei einer zufélligen und gleichver-
teilten Permutation ,, der Menge {1,...,n} und einem [ € {1,...,n} bendtigten
Vergleiche; diese Anzahl kann wieder als Anhaltspunkt fiir die bendtigte Laufzeit
dienen. Wir wollen nun unter Verwendung einer geeigneten begleitenden Kon-
struktion das asymptotische Verhalten der Verteilung von X,, ; untersuchen.

Als Funktional des binidren Baumes 7, zu m, lésst sich X, ; als Summe der
Knotenzahlen der jeweiligen rechten oder linken Teilbdume zu der Ahnenreihe des
[ enthaltenden Knotens schreiben. Im Falle [ = 1, also beim Auffinden des Mini-
mums, macht man in den Rekursionsschritten stets mit dem linken Teilbaum und
dem zweiten Argument [ = 1 weiter. Als Konsequenz hat die Folge der Knoten-
zahlen eine recht einfache stochastische Struktur: Die Knotenzahl M des linken
Teilbaumes des Wurzelknotens ist gleichverteilt auf {0,...,n — 1}. Aus der Dis-
kussion der rekursiven Struktur ist bekannt, dass der linke Teilbaum unter M = m
dieselbe Verteilung hat wie T,,,. Damit erhalten wir entlang des durch die Wegbe-
schreibung 6 = (0,0, ...) gegebenen Pfades durch T;, die Knotenzahlen Y7,Y53,.. .,
wobei Y7 auf {0,...,n — 1} gleichverteilt ist und fiir alle k& € N die Zufallsvariable
Yj+1 unter Y, = m bei m > 0 auf {0, ..., m — 1} gleichverteilt ist. Die Gesamtzahl
X, 1 ergibt sich als Summe aller dieser Groflen, von denen hochstens n — 1 von 0
verschieden sein kénnen; die n — 1 Vergleiche, die auf den ersten linken Teilbaum
fithren, miissen noch hinzugerechnet werden. (Man beachte, dass n nur hier und
iiber die erste Variable Y; eingeht.)

Ist U eine unif(0, 1)-verteilte Zufallsvariable, so ist kU | auf {0, ..., k—1} gleich-
verteilt. Als begleitende Konstruktion bietet sich daher die Folge (]_[f:1 Ui)ken der
Partialprodukte zu einer Folge (Uy)ren von unabhéngigen, unif(0, 1)-verteilten Zu-
fallsvariablen an. Konkret hat mit solchen U-Variablen die Folge (Y% )ren dieselbe
Verteilung wie die durch Y, = [nUi ], Vi1 = LUk+1}7kJ fur alle k € N induktiv
definierte Folge (?k)keN. Insbesondere gilt

1 1 1 1 1
— =dqistr —(n—1)+— — — e
—Xn1 =air —(n = 1)+ —[nl1] + —Us[nU1]] + —|Us[Ua[nUs]]] +
Mit n — oo konvergiert die rechte Seite fast sicher gegen

1+U,+Us- Uy +U3-Uy-Uyp + ...

Wir erhalten also, wenn wir im Interesse einer kompakten Notation das leere Pro-
dukt als 1 interpretieren,

oo k

1

ﬁXn,l — distr ZHUZ mit n — oo. (13)
k=04=1
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Mit einer analogen Argumentation (oder einer einfachen Symmetrieiiberlegung)
erhélt man diesen Grenzwert auch fiir das Maximum, also bei [ = n.

Wie bereits bei der im letzten Abschnitt behandelten Rekursionstiefe besteht
allerdings auch hier die eigentliche Schwierigkeit des Problems darin, dass es ne-
ben n noch einen zweiten Parameter [ gibt, der sich in den Rekursionsschritten
dndern kann (wenn nicht gerade das Minimum oder Maximum gesucht wird, die
ja sowieso beide sehr einfach mit einem einzigen Durchgang durch die Daten ge-
funden werden konnen). Beispielsweise erhdlt man in unserem bewdhrten Beispiel
T = (6,11,8,4,10,2,3,1,7,5,9) bei I = 9 fiir FIND in den Rekursionsschritten
nacheinander die Argumente

(6,11,8,4,10,2,3,1,7,5,9), 9
(11,8,10,7,9), 3
(8,10,7,9), 4
1

1

)

(10,9),
9),

Eine Moglichkeit fiir die Behandlung eines allgemeinen zweiten Arguments [ er-
gibt sich aus der Beobachtung, dass die bei den Rekursionsschritten aufeinan-
der folgenden Paare (n;,l;), wobei jeweils n; die Linge des Inputs und I; den
Rang vor dem i-ten solchen Schritt bezeichnen, i = 1,2,..., eine Markovkette
bilden. In jedem Schritt tritt nun einer von drei Fillen ein: Man erhilt das
gewiinschte Element (diesen Fall formalisieren wir durch den Eintritt in einen
kiinstlichen Zustand (0,0)), man macht mit der Liste der kleineren Werte wei-
ter, oder man macht mit der Liste der grofleren Werte weiter. (In einer prak-
tischen Implementierung dieses Verfahrens wiirde man natiirlich bereits bei ei-
ner Inputliste der Lange 1 stoppen; der Unterschied ist aber fiir die asympto-
tische Analyse bedeutungslos.) Bei der Markovkette wird also, ausgehend von
einem Zustand (n,l), der nichste Zustand zufillig und gleichverteilt aus den n
Méglichkeiten (0, 0) (erster Fall), (I+1,1),(I+2,1),...,(n—1,1) (zweiter Fall) und
mn—11-1),(n—2,1—2),...,(n =1+ 1,1) (dritter Fall) ausgew&hlt; (0,0) ist
ein absorbierender Zustand. Im obigen Beispiel startet die Markovkette in (11,9)
und besucht nacheinander die Zustdnde (5,3), (4,4), (2,1) und (1,1), bevor sie
schliefflich, in unserer formalen Konstruktion, einen letzten Schritt ausfithrt und
im Zustand (0, 0) ankommt (und bleibt).

Es sei nun (Y3)ren, eine Markovkette mit Zustandsraum E = {(y1,12) € R? :
0<ys <y} und Ubergangsmechanismus Yit1 = ¢(Yi, Ugt1), wobei (Ug)ren wie
im Falle | = 1 eine Folge von unabhéingigen, unif(0, 1)-verteilten Zufallsvariablen
bezeichnet und ¢ : (0,1) x E — E definiert wird durch

(y1 — uy1,y2 —uy1), falls uy; < yo,
u, (y1, =
¢( (41 yQ)) { (uy1,y2), falls uy > yo.

Mit dieser begleitenden Konstruktion erhalten wir das gewiinschte Resultat zur
Verteilungsasymptotik von X, ;. Es sei Y} ; die erste Komponente von Y, k € Ny.

Satz 4 Ist (In)nen eine Folge natirlicher Zahlen mit

liml—n:t und 1<I, <n firalenéeN,

n—oo N
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so gilt
1 o0
EXan —distr ];)Yk,la (14)

wobei (Yi)ren, eine Markovkette ist mit dem oben angegebenen Ubergcmgsmecha—
nismus und Start in (1,t), also Yo = (1,1).

Es sei F(t,-) die Verteilungsfunktion zu dem Grenzwert in (14). Die Markov-
eigenschaft von (Yi)ken, fithrt auf die Integralgleichung

e - [ (S S s [ (L

wobei wir T fiir das Maximum von z und 0 geschrieben haben. Mit numerischen
Mitteln lassen sich hieraus a-Quantile der Grenzverteilung erhalten; beispielsweise
ergeben sich bei @« = 0.99 und ¢ = 0,1/4,1/2 die Naherungswerte 4.11, 5.81
bzw. 6.16. Fiir den Erwartungswert des Grenzwertes, also mi(t) := [z F(t,dx),
erhélt man eine Integralgleichung, die sich explizit l6sen lasst:

mi(t) = 2 —2tlogt —2(1 —t)log(1 —t). (15)

Wie bei der Varianz der internen Pfadlange in Abschnitt 4 kann man auch hier den
Erwartungswert zum Grenzwert alternativ iiber die klassische explizite Formel

EXp = 2(n+3+(n+1)H, — (1+2)H, — (n+3—0)Hps1-)  (16)

bestimmen. Grenzwertaussagen dienen oft als Ersatz flir die eigentlich interessie-
rende Aussage im endlichen Fall, aber gelegentlich werden durch den Ubergang
zum Grenzwert die wesentlichen Aspekte (selbst des endlichen Falls) deutlicher.
In diesem Sinn kénnte man die (formal schwéchere) Aussage (15) durchaus fiir
informativer halten als (16).

Bereits im einfiihrenden Abschnitt haben wir erwédhnt, dass mit Aussagen zur
Verteilungsasymptotik die Wahrscheinlichkeit langer Laufzeiten (genauer: grofier
Werte von X, ;) ndherungsweise bestimmt werden kann. Eine Oberschranke fiir
solche Wahrscheinlichkeiten ergibt sich natiirlich bereits mit dem Erwartungswert,
denn fiir alle nichtnegativen Zufallsvariablen Z und alle z > 0 gilt P(Z > z) <
EZ/z. Beit = 1/2 erhélt man so unter Verwendung von (15) als Obergrenze fiir das
0.99-Quantil der Grenzverteilung den Wert 338.63, der die iiber Satz 4 erhaltene
Néaherung 6.16 doch erheblich {ibersteigt.

7 Bemerkungen zur Literatur

Zur Analyse von Algorithmen ist nach wie vor das mehrbéandige Werk ‘The Art
of Computer Programming’ von D. E. Knuth die erste Referenz. Fiir uns ist vor
allem Band III, Knuth (1973, 1998), interessant. Ein sehr schones neueres Buch zu
diesem Themenkreis ist Sedgewick und Flajolet (1996). Speziell mit Baumen im
Zusammenhang mit den klassischen Aufgaben des Suchens und Sortierens befassen
sich die beiden Monographien von Mahmoud (1992, 2000). Ein viel benutzter
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Text fiir ‘Undergraduates’ ist das Buch von Cormen, Leiserson und Rivest (1997);
dort findet man beispielsweise in Section 13.4 die oben in Abschnitt 5 verwendete
Darstellung von Y, ; iiber auf- und absteigende Rekorde.

Bei den hier betrachteten diskreten Strukturen erhélt man Zufalligkeit einerseits
iiber eine Annahme an die Form des Inputs fiir den Algorithmus (das Datenmodell),
andererseits iiber eine etwaige Randomisierung, die in den Algorithmus eingebaut
wird. Beide konnen durchaus, wie bei QUICKSORT, auf ein und dasselbe mathema-
tische Problem fiithren. Eine interessante Arbeit, bei der im Zusammenhang mit
bindren Suchbdumen beide Aspekte eine Rolle spielen, ist Seidel und Aragon (1996).

Wir haben uns auf Aussagen zur Verteilungskonvergenz konzentriert, aber es
gibt natiirlich auch eine Reihe von interessanten Aussagen zur fast sicheren Konver-
genz und zur Konvergenz in Wahrscheinlichkeit fiir zufillige binére Baume. Beson-
ders schon ist das Resultat von Devroye (1986) iiber das asymptotische Verhalten
der Hohe der in der vorliegenden Arbeit betrachteten Bdume. Methodisch ergibt
sich hierdurch ein sehr fruchtbarer Zusammenhang zu Verzweigungsprozessen, der
in einem Ubersichtsartikel von Devroye (1998) ausfiihrlich dargestellt wird.

Bekanntlich lasst sich Verteilungskonvergenz oft recht elegant mit charakteristi-
schen Funktionen beweisen. Fiir manche der obigen stochastischen Methoden gibt
es Alternativen, die kombinatorische Uberlegungen mit klassischen Hilfsmitteln der
Funktionentheorie kombinieren; in vielen Féllen fithrt beispielsweise die auf Flajo-
let zuriickgehende Singularitdtenanalyse sogar auf asymptotische Entwicklungen.
Das bereits erwdhnte Buch von Sedgewick und Flajolet (1996) bietet einen exzel-
lenten Einstieg in diese Methodik; Flajolet und Sedgewick (2005) wird sehnsiichtig
erwartet.

Grundlage fiir Abschnitt 3 ist Régnier (1989). Wir haben einen Martingalkon-
vergenzsatz benutzt, der einen sehr kurzen Beweis hat und auf die L?-Konvergenz
fithrt, die Methode liefert aber auch die fast sichere Konvergenz. Generell sind Mar-
tingale als Hilfsmittel niitzlich, weil sie nicht nur unter einfachen Bedingungen kon-
vergieren, sondern auch eine grofle Zahl niitzlicher Ungleichungen erfiillen und sich
unter Stoppzeiten vorteilhaft verhalten. Ein sehr schones einfithrendes Buch zur
Wahrscheinlichkeitstheorie, das explizit auf Martingale setzt, ist Williams (1991).
Zu Abschnitt 4 ist Rosler (1991) die zentrale Referenz, dort wird mit dem Kon-
traktionsargument sogar die Konvergenz bewiesen. Die mittlerweile so benannte
‘Kontraktionsmethode’ ist seither bei vielen anderen Algorithmen erfolgreich ange-
wendet worden; siehe beispielsweise Rosler und Riischendorf (1998) und Neininger
und Riischendorf (2004). Einer der Vorteile dieser Methode ist, dass sie iiber
Grenzwertresultate hinaus auch Konvergenzgeschwindigkeitsaussagen und sogar
Abschéatzungen fiir die Distanz zwischen der eigentlich interessierenden Verteilung
und der Grenzverteilung liefern kann; siehe Neininger und Riischendorf (2002) im
Zusammenhang mit QUICKSORT. Die Formel (3) fiir die Varianz ist Theorem 3.12
in Sedgewick und Flajolet (1996). Abstandsbegriffe fiir Wahrscheinlichkeitsmafie
sind oben an verschiedenen Stellen aufgetaucht, das Buch von Rachev (1991) ist
eine allgemeine Referenz zu solchen ‘probability metrics’. Die in Abschnitt 5 skiz-
zierte Anwendung der Verbindung zur Theorie der Rekorde ist in Griibel und Ste-
fanoski (2005) ausgefiihrt, die genannte Verbindung selbst geht auf Devroye (1988)
zuriick. Dobrow und Smythe (1996) verwenden die Poisson-Approximation, um
asymptotische Normalitdt fiir die Tiefe eines zufillig ausgewihlten Knotens zu
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erhalten. Das average-case Resultat (12) stammt aus Arora und Dent (1985). Das
Buch von Barbour et al. (1992) ist ein Standardwerk zur Poisson-Approximation.
Die Resultate zu FIND in Abschnitt 6 sind in Griibel (1998) ausgefiihrt; eine beglei-
tende Konstruktion fiir die Asymptotik der stochastischen Prozesse (X, rn) o<t<1
erscheint bereits in Griibel und Rosler (1996). Die Dichte der Grenzverteilung in
(13) taucht (teilweise unter dem Namen Dickman-Funktion) in ganz unterschiedli-
chen Zusammenhéngen auf, von der Zahlentheorie bis zur Finanzmathematik. Die
verschiedenen in dieser Arbeit vorgestellten Methoden lassen sich durchaus kombi-
nieren; so werden beispielsweise in Neininger und Riischendorf (2004) begleitende
Konstruktionen in Verbindung mit der Kontraktionsmethode benutzt.

Zum Abschluss sei noch einmal betont, dass hier nur ein kleines Segment eines
sehr aktiven Gebiets betrachtet wurde (und dabei die Interessen des Autors iiber-
proportional vertreten sind). Zumindest erwéhnt werden sollte noch, dass gleich-
verteilte zufallige bindre Baume ihre eigene Theorie haben, mit faszinierenden Ver-
bindungen zur Brownschen Bewegung und Anwendungen bis hin zu bestimmten
nichtlinearen partiellen Differentialgleichungen — aber dies ist eine andere Ge-
schichte.

Danksagung. Ich danke beiden Gutachtern fiir die aulerordentlich sorgfiltige
Durchsicht der Arbeit und fiir ihre sehr hilfreichen Verbesserungsvorschlége.
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